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Par exemple dans Je cas du pendule, de longueur /, d’angle initial 2¢ op a la période
2 2
T:4~K:27z ! 1+(1) sin23+(g] sin®Z 4 .
7 g 2 2 \24 2
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Evidemment i 24 n’est pas tres grand au départ, o €St vraiment petit et st”E

encore plus... on ne verra pas vraiment I'écart de période par fapport au résultat
classique.

g : Legendre a dressé

dixieme de degré de I'angle modulaire, mais on Pobtient

. : o .
on note donc £’ le moduyle complémentaire, k':COSE, ce qui avec
k2 oq donne aussj 2kk'=sing .

13.6.5. La moyenne arithmético-géométrique

A la suite de Lagrange, Gauss s'intéressa aux propriétés de Ia moyenne arithmético-
géométrique dont i tirera des algorithmes de caleul tres efficaces Pour nos intégrales.

Soient deux réels a>p > 0, on considere les suites (a,) et (b,) définies par :




13. Fonctions elliptiques

ay=a,by=b,

13.6.5.1 Gutly |,

Ayy1 = 2 1Ol = anbn'

Les a, forment une suite de moyennes arithmétiques, les bﬂ une suite de moyennes
géométriques. On a immédiatement par récurrence que 4, >b,

a,+b
# "
Ayl Z 17;1+1 < 2 Z aﬂbn

>ab, < 28

al+2ab, + A —2ab +b a,
< ———-Z—‘-‘ 1 -———4-‘_"‘ 20| —5—

) a,+b, ,
on a également 4, 2——— = 41 >b,., =+a,b, 2 b, . Nos suites sont convergentes ; en

2

passant a la limite sur 13.6.5.1 on obtient l'égalité des limites, limite appelée moyenne
arithmético-géométrique des nombres a et b, notée M(a, b).

On a également les propriétés suivantes :
. M(a,b)zM(al,bl):...:M(an,b”):...,

*Sicestunréel >0, M(ca,cb)sz(a,b),

2
¥ A~ b) < ——( a,-b, ) . |a convergence est quadratique.

(f iy

Par rapport & nos préoccupations Gauss a démontré en 1816 le

4

13.6.5.2 Théoreme : '[5 dt T
0

a2coszt+bzsin2t ZM(a,b)’

Preuve. Pour démontrer cette magnifique formule nous notons I(ab) Vintégrale

J‘% dt
0 Jatcos?1+ b’ sin’t
2
Soit f la fonction x —>—————2—a—x————2~ de dérivée f'(x)=2a Mﬂg fest
(a+b)+(a—b)x ((a+la)+(a—b)x2)

croissante sur [0; 1], f(0) = O et f(1) = 1. Posons alors sint = f(sinu), autorisé grace aux

.2
e de A : / : a+by—(a-b)sin”u
propriétés précédentes, ce qui donne Va* cos? 1+ 5 sin’t = au—(———z———“ et

(a+b)y+(a— b)s’m2 u

et nous allons montrer que I( 4, b)=1I(a, b y=..= I(a,b,)

df (sinu)

=2acosu

(a+b)—(a—b)sin’u
2

COSIﬁZi = COsu
du du ((a+b)+(a—b)sin2u)

Ce changement de variables effectué dans I(a, b) donne alors

Vs

o) [t [
0

A cos?t+ b sin’ 1 0 &l+l7+(a—17)sin2u cost
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2
) ) ((a+b)+(a~b)sin2u) —44%5in?y

Onaaussi cost : cos’t=1-sin?s = 3

((a+k)+(a—b)sin2u)
Clest ici qu'entrent en jeu les propriétés des sujtes a,etbh,:

&+ 0" = (a+ b ~2ab =447 - 257 et (a- by =(a+b)2—4ab=4af—4bf ;
on en déduit le numérateur de [a fraction :
2
((a+b)+ (a—b)sinZu) —4a’sin?y = 4a12(1—231n2u+sin4u)+4bfsin2u(1—sin2u)

2
=447 ( 1 —smzu) +4b] sin’ ucos? i = 4( aj cos? y + b sin? u)cos2 u,

d’ou
g (ﬂ+l7+(a—b)sin2u)
[(ﬂ,b)zZJ. cosuduz](al,bl).
0 (a +b+(a —b)sinzu)\/4(al2 cos®u + b sin? u)cos2 u,
1 .
La convergence de ;- lorsque # tend vers +oo est uniforme vers
a?cos?t+ blsin® ¢

[( a, b ) = M( -~ b) » ON peut intervertir limite et intégrale, soit
7

lin I, b, )=1(ap)= [> Ly _x
H~>00

13.6.6. La moyenne arithmético-géométrique : application i la Lemniscate

Appelons @ (on prononce pi script) la longueur de 'arc de la lemniscate (L) ; dans Ie
demi-quadrant positif, cette longueur s’exprime en polaires par :

Vs 9 z
T dr 7 1
13.6.6.1 g J“’ r2+(——J d6 = J.4 4o ;
2 b 46 0 Jcos26

faisons le changement de variable cos26 = cos? @, ce qui donne

E_J‘g singcosg d¢‘fg sing
2 0 cosgsin2d

e—————__p
0 1/(l—coszga)(lJrcoszg))
:J.% 1 d¢’=f§ rkl dp=12,1)=— " ___
0 V1+cos?p 0 2c032¢+sin2¢ ZM(‘/Z 1)

. (723
La longueur de Ia Lemniscate! est donc 4— =2 =

2z T
M(\/ZI)SE_M(\/ZD ;e

nombre @ est transcendant (T. Schneider, 1937) et vaut 2, 622057554292119810465...

-_—

! Gauss avait conjecturé ce résultat numériquement : en 1799, il écrit dans son journal qu’il a

obtenu la valeur de A/ 2 1) avec 11 décimales, et que ceci « ouvrirg un champ tout
en Analyse ».
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